










In the field o f the co mputer science, to investigate the property of strings is one of main objects such as the  regular expression. On 
the other hand, in the field of algebra the property of strings is also investigated fro m the different viewpoint with the computer 
science. In this study we first define the string inductively fro m the viewpoint of the co mputer science and formalize it fro m the  
viewpoint of algebra by using the notion of initial algebra. Then, we  confirm that the set o f all strings has the property of free  
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意の Mの元 xについて x・e = x = e・xが成り立つことを意味
する．また，乗法が結合的とは，任意のM の元 x,y,zについ














元 xの逆元 x-1とは，x・x-1 = e = x-1・xが成り立つ元である． 
たとえば，自然数全体の集合 Nは群ではない．0については
逆元が存在する．0自身である．しかしながら，1について

































は abcdef / def = abc となるような演算である． 
文献 [1]では，群を逆元からではなく除法から再定義してい







2 つのモノイドM，Nが与えられたとき，写像φ: M →  N
が準同型であるとは，次の 2つの等式を満たすことである． 
φ (e) = e , 





























1. 0 は自然数である． 






















す関数 f を定義しよう．次の 2 つの等式で十分である． 
f(0) = 0,  f(σn) = f(n) + 2. 
たとえば，f(3)は次のように計算される． 









して定義する．任意の集合 X，関数 h : X →  X，X の元 cに
対して，f(0) = c, f(σn) = h(f(n)) を満たす関数 fが一意に定ま























































に拡張する．たとえば，文字列 abcに対して f は f(abc) = f(a) ・
f(b)・f(c)を割り当てる．ただし，ここで右辺に現れる演算子・










文字 a について次の等式を満たす（可換である）． 



















































1. εはΣ *の要素である――εは空列と呼ばれる． 
2. αはΣ *の要素，aはΣの要素であるとき，α:aはΣ *
の要素である． 
3. Σ *の要素は次のようなものに限る． 
Σの要素（文字）をローマ字 a,b,c,…で表し，Σ*の要素（文










の集合 X，関数 h : X ×Σ  →  X，Xの元 cに対して，f(ε ) = c,  
f(α :a) = h(f(α ), a)を満たす関数 f :Σ * →  X が一意に定まる． 
たとえば，関数 hと定数 cが与えられたとき，f(ab)は次の
ように計算される．f(ab) = h(h(c, a),b))． 
 
例 3.1.1.（関数 length） 
文字列の長さ（ length）を返す関数を帰納的に定義してみ
よう． length : Σ * →  Nを次の 2つの等式で定義する． 
















α・ε  = α，α・(β: a) = (α・β) : a. 
続いて，拡張を定義しよう．任意のモノイドMと関数 f : Σ 
→  M が与えられたとき，拡張された関数 f*: Σ * →  M を次
のように定義する． 
f*(ε ) = e,  f(α :a) = f*(α) ・ f(a) . 
補足しよう．eはモノイド Mの単位元である．また，2つ
めの等式の右辺に現れている・はモノイド M の乗法演算子
である．以上によって関数 f : Σ  →  Mは f*: Σ * →  Mに拡
張された． 
 
例 3.2.1（関数 length） 
文字列の長さを返す関数は拡張によって定義できる．拡張
される関数は，任意の文字について 1を返す定数関数 f : Σ 
→  Nである．自然数の集合は 0 を単位元，＋を乗法とする
モノイドだった．よって，拡張によって得られる関数， f* :
Σ * →Nは次の等式を満たす関数である． 




に，各文字 aに対して長さ 1の文字列 aを返す関数も必要で
ある．これは挿入（ insertion）と呼ばれる．η  : Σ  →  Σ *．




























f*(η (a)) = f(a). 
左辺は拡張と挿入が合成された操作であり，それが拡張前
の関数と等しいことを示している．これは自然数においては



















には次の 2 つを示せば十分である． 
1. εが P を満たす． 























































+a+b+c  / －d+e－ f = +a+b+c+f－e+d. 


























α :－a はΣ±1の要素である． 
3. 任意のΣ±1の要素αとΣの要素 a について，α:+a:
－a = α  =α :－a: +a が成り立つ． 
4. Σ±1の要素は次のようなものに限る． 
文字を追加する構成子として:+と:－が登場した．これが正





任意の集合 X，関数 h : X ×Σ  →  X，h-1 : X ×Σ  →  X，X
の元 cに対して，f(ε) = c,  f(α :+a) = h(f(α), a)，f(α:－a) = 
h-1(f(α ), a)を満たす関数 f±1 :Σ±1 →  X が一意に定まる． 
ただし，h と h-1は次の等式を満たすとする． 






例 4.1.1.（関数 length） 
文字列については，その長さ（自然数）を返す関数 length : 
Σ * →  Nが帰納的に定義できる．符号付き文字列の長さは
どうなるだろう．文字列上の関数 lengthを参考に，length : Σ
±1 →  Zを次のように定義しよう．  












α・ε = α，α・(β: +a) = (α・β) :+ a，α・(β:－a) = (α・










拡張を定義しよう．任意の群 Gと関数 f : Σ  →  G が与え
られたとき，拡張された関数 f±1: Σ±1 →  G を次のように
定義する． 
f±1 (ε ) = e, f(α :+a) = f±1 (α) ・ f(a)，f(α:－a) = f±1 (α)・
f(a)-1 . 
負の Cons は逆元を掛けあわせている． 
最後に挿入（insertion）も与えておこう．これは文字列の
































1. εが P を満たす 























String := Nil | Char : String. 
これはリストとして任意の型に一般化できる． 







[a] := a－:[a] | [] | a+:[a]. 
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